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 مقدمه. 1

 برابر است با: rو در فاصله ی  M، برای یک جسم به جرم vدر تئوری نیوتون برای گرانش، برای سرعت فرار 

(1.1) 𝑚𝑣2

2
=

𝐺𝑀𝑚

𝑟
 

 

 

سرعت فرار از سرعت نور  ینیاگر جرم آنقدر بزرگ باشد که در فاصله مع وانیم از خودمان بپرسیم کهمیت

 یم جادیا یقو یخواهند بود که چنان کشش گرانش میاجرام آن قدر عظ نیافتد. ا یم یشود، چه اتفاق شتریب

کند. سطح  یم فیرا تعر هچالهایاست که س یزیچ نیتواند از آن فرار کند. ا ینور، نم یحت ز،یچ چیکنند که ه

ABH  در فاصله𝑅S سرعت فرار برابر با سرعت نور است: نجایشود، در ا یم دهینام دادیافق رو اهچاله،یاز مرکز س 

(1.2) 
ABH = 4𝜋𝑅S

2                     𝑅S =
2𝐺𝑀

𝑐2
 

 

 

درک بهتر جاذبه لازم است  یباشد. برا است و ممکن است گمراه کننده کیکلاس اریبحث بس کی نیا

دهد که چگونه  یم حیشده است، توض فرمول بندی نیشتیکه توسط ان هینظر نی. امیلحاظ کن زیعام را ن تینسب

درک ناقص  لیدل هها ب اهچالهیکرد که س یفکر م نیشتیگذارد. خود ان یم ریزمان تأث-گرانش بر هندسه فضا

اجرام  نیکه چگونه ا دیتوان فهم یشده اند، بلکه م رفتهیها نه تنها پذ اهچالهیروزها س نیهستند. اما ا یکیزیف

 کنند. یآنها چگونه رفتار م یکیها در نزد دانیشوند و ذرات و م لیتوانند تشک یم

ها هستند که هنوز به طور کامل  یژگیو یبرخ یها هنوز دارا اهچالهیرسد س یحال، به نظر م نیبا ا

 شهیهم یشود، برا کینزد اهچالهیس کیاز حد به  شیب یزیشده بود که هرگاه چ رفتهیاً پذدرک نشده اند. عموم

 هاچالهاهینشان داد که س یوانتومک دانیم هیبا استفاده از نظر نگیهاوک ونیاست 1947شود. اما در سال  یگم م

 دارد: اهچالهیجرم س نسبت عکس با است که نگیهاوک یبا دما اهیجسم س تابش ییکه گو کنندیتابش ساطع م

(1.3) 
𝑇𝐻 =

ℏ𝑐3

8𝜋𝐺𝑀𝑘𝐵
 

 

 

تابش  پروژه نیشده است. در ا شنهادیپ دهیپد نیا وضیحت یبرا یمختلف یکردهایرو ریاخ یدر سال ها

بدون جرم در  یپوسته ها یشود. تونل زن یداده م حیتوض دادیذرات در منطقه افق رو یتونل زن جهیبه عنوان نت

 شده است. هارائ نگیهاوک یدما یبرا ینیب شیپ کیدر نظر گرفته شده و  WKB بیتقر

 



 نسبیت عام. 2

 دستگاه مختصات و المان خطی 2.1

مختصات است که برچسب منحصر  ستمیس کی ی، معرفزمان-مشخص کردن یک نقطه در فضایکی از راه های 

 نییتع یتوان برا یم لیفرانسیاز حساب د بیترت نیدهد. به ا ینقاط اختصاص م نیاز ا کیبه هر  یبه فرد

 فیرا توص یبعد N یفضا کیکه  یخط المان کی، یاستفاده کرد. به طور کل یخطالمان  به وسیله یهندسه 

𝑞𝑖 کوچک تینها یب یها ییجابجا که بر حسب ds، به عنوان مربع فاصله کند یم = (𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑁)  در

 شود. یمختصات داده م

(2.1) 𝑑𝑠2 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑞𝑖𝑑𝑞𝑗 

 
 

را که هندسه را توصیف میکند به ما میدهد و بر روی اندیس های  gعنصر تانسور متریک  𝑔𝑖𝑗که در آن، 

 دارای متریک زیر است: در مختصات کارتزین وان مثال، یک فضای سه بعدی تختتکراری آن جمع است. به عن

(2.2) 
𝑔 = (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

 

 

 و در مختصات کروی 

(2.3) 
𝑔 = (

1 0 0
0 𝑟2 0
0 0 r2 sin2 𝜃

) 

 

 

 

هر دوی این متریک ها یم هندسه را اما در دستکاه مختصات مختلف توضیح میدهد. المان خطی که متریک 

 های زیر از آن پیروی میکنند برابر است با:

(2.4) 𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2 = 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜃2 + r2 sin2 𝜃 𝑑𝜑2 
 

 

بنابر این ما میتوانیم یک هندسه را توسط المان های خطی متفاوت تعریف کنیم و نتیجه ی نهایی فیزیکی ما 

 به آن معنی است که دو دستگاه را میتوانیم به یکدیگر تبدیل کنیم و درباید مستقل از این انتخاب باشد. ایم 

 نتیجه ی نهایی تغییری ایجاد نمیشود. 



 فضای مینکوفسکی  2.2

ترکیب میکند. حاصل  ctاقلیدسی را با چهارمین مختصات زمان یعنی تئوری نسبیت خاص انتیشتین، فضای 

,𝑐𝑡)این کار یک فضای مینکوفسکی با مختصات  𝑐𝑥, 𝑦, 𝑧) :و المان خطی 

(2.6) 𝑑𝑠2 =  −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2 
 

 

 بنابراین متریک را میتوانیم به صورت زیر بنویسیم:

(2.7) 

𝜂 = (

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) 

 

 

یک مقدار ناورداست، به این معنی که برای ناظران دستگاه های اینرسی مختلف، یک مقدار را  𝑑𝑠2عبارت 

بمختصه ی زمان. اما  قلیدسی را نشان میدهد به دلیل علامت منفیخواهد داشت. المان خطی، یک هندسه ی ناا

 مثبت، صفر و یا منفی باشد. 𝑑𝑠2این علامت منفی، باعث میشود که 

(2.8) 𝑑𝑠2 > 0 →   فضاگونه

(2.9) 𝑑𝑠2 = 0 →   صفر

(2.10) 𝑑𝑠2 > 0 →  فضاگونه

 

 

𝑑𝑠2نور بر روی مسیر  = دیسک صفر میگوییم. مخروط نوری، سطح سه ژئوحرکت میکند که به آن ها  0

زمان ایجاد شده است. متریک مینکوفسکی را میتوان بر حسب مختصات -بعدی است که توسط تور در فضا

(𝑐𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑) :به صورت زیر داده میشود 

(2.11) 𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜃2 + r2 sin2 𝜃 𝑑𝜑2 
 

 

 

 

 

 

 



 مخروط نوری  2.2.1

-برای درک بهتر هندسه، جهان خط نور را بررسی میکنیم. جهان خط مسیری است که یک جسم آن را در فضا

. برای سادگی آن را در رو بعد بررسی میکنیم که به راحتی قابل تعمیم به بعد های بالاتر زمان دنبال میکند

𝑑𝑠2است. برای نور  =  داریم: 2.6و از  0

(2.12) 𝑑𝑥

𝑑(𝑐𝑡)
= ±1 

 

 

 در جه میسازد نمایش داد.  45پس آن ها را میتوان توسط خطوطی که با محور زاویه ی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

از آنجایی که یک حسم با زمان چگونه حرکت میکنند. -فضابه ما نشان میدهند که اجسام در  مخروط های نوری

کنند. حرکت کند، آنها در جهان خط زمانگونه حرکت میتواند جرم غیر صفر، یا سرعتی بیش از سرعت نور نمی

 حال میتوانیم جهان خط یک ذره ی جرم دار را بررسی کنیم.

 

 



 [1]  زمان منحنی-فضا2.3

 یکند. از اصل هم ارز یم فیکه فضازمان تخت را توصرا بررسی کردیم  ینکوفسکیم یدر بخش قبل، فضا

. کند ینم حرکت میخطوط مستق در گریدجرم است  کی کیکه نزد یهنگامرسد که نور  یبه نظر م نینشتیا

نور  مییاست که بگو نیموضوع ا نیا فیتوص یبرا ربهتروش  کیشود.  یم یآن به سمت جرم منحن ریمس بلکه

 یشگران دانیخود فضازمان است که توسط م نیکند، اما ا یم یرویزمان پ-در فضا میهمچنان از خطوط مستق

به  نینشتیاز معادلات ا یتوان به عنوان راه حل یرا م ینحنفضازمان م نیا فیتوص یارهایشود. مع یم یمنحن

با فرض  شوارتزشیلد 1916است. در سال گزارش  نیفراتر از هدف ا اریمعادلات بس نیدست آورد. اما حل ا

 کهاست  یمعن نیکه به ا افتی نیشتیان معادلات یبرا یقیاست، راه حل دق ستایفضازمان ا نکهیو ا یتقارن کرو

 ریو در بخش ز میگویند لدیراه حل شوارتزش که به آن از مختصات وجود ندارد کی چیدر ه tبه  یوابستگ چیه

 آن را بررسی میکنیم:

 

 راه حل شوارتزشیلد 2.3.1

 ود:هندسه ی فضازمان بیرون از یک جرم متقارن کروی توسط المان خطی شوارتزشیلد تعریف میش

(2.13) 
𝑑𝑠2 = − (1 −

2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
) (𝑐2 𝑑𝑡2) + (1 −

2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑𝛺2 

 
𝑑𝛺2 = 𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 𝑑𝜑2 

 

 

𝐺از این به بعد  = 𝑐 =  توضیح داده شده است. 1برگرداندن آن ها به واحد های اصلی در پیوست . 1

(2.14) 
𝑑𝑠2 = − (1 −

2𝑀

𝑟
) (𝑐2 𝑑𝑡2) + (1 −

2𝑀

𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2 𝑑𝛺2 

 

 

( است. این ویژگی 𝜑( و زاویه ی آزیموتال )tیکی از ویژگی های این معادله این است که کاملا مستقل از زمان )

 نشاءت میگیرد. از فرض هایی که شوارتزشیلد برای حل معادله ی انیشتین 

𝑀یعنی  ارد تا پتانسیل گرانشی را ایجاد کند،زمانی که هیچ جرمی وجود ند = که جسم در فاصله ، یا زمانی 0

𝑟ی بینهایت دور از جرم قرار دارد،  →  المان خطی شوارتزشیلد تبدیل به المان خطی مینکوفسکی میشود.، ∞ 



𝑟دو تکینگی وجود دارد، یکی در  = 𝑟  و یکی در 0 = 2𝑀. دهد تکینگی فیزیکی را نشان می اولین معادله

که تمام جرم در یک نقطه متمرکز شده است. برای پیدا کردن دومین تکینگی با وارد کردن ثابت های فیزیکی 

 به دست می آوریم:

(2.15) 
𝑟 =

2𝐺𝑀

𝑐2
 

 

 

شعاع شوارتزشیلد است که قبلا حساب کرده ایم. نسبیت عام به نظر میرسد که شعاع که این مقدار دقیقا برابر 

در شعاع شوارتزشیلدش متمرکز میشود، جرم تبدیل یلد را پیش بینی میکند. زمانی که یک جرم دقیق شوارتزش

 رویداد معروف است.به افق  سطح کروی که شعاع آن برابر شعاع شوارتزشیلد استبه یک سیاه چاله میشود. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مخروط نوری شوارتزشیلد 2.3.2

 

ازمان منحنی بررسی میکنیم. به این ها ژئودیسک تهی گفته میشود که در فضا رنوری  ت شعاع هایدر این قسم

𝑑𝑠2برای آن ها  = 𝑑𝜃و   0 = 𝑑𝛷 =  به شکل زیر نوشته میشود: 2.13المان خطی  .0

(2.16) 
0 = − (1 −

2𝑀

𝑟
) (𝑐2 𝑑𝑡2) + (1 −

2𝑀

𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 

 

 

 که از آن میتوانیم به نتیجه ی زیر برسیم:

(2.17) 𝑑𝑟

𝑑𝑡
= ± (1 −

2𝑀

𝑟
)

−1

 

 

 

د است و علامت منفی نشان که در آن علامت مثبت نشان دهنده ی اشعه ی نوری که به سمت بیرون میرو

 دهنده ی اشعه ای است که به داخل حرکت میکند.

(2.18) 𝑡 = 𝑟 + 2𝑀 ln (
𝑟

2𝑀
− 1) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡                          𝑜𝑢𝑡𝑔𝑜𝑖𝑛𝑔 

 

 

(2.19) 𝑡 = −𝑟 − 2𝑀 ln (
𝑟

2𝑀
− 1) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡                          𝑖𝑛𝑔𝑜𝑖𝑛𝑔 

 

 

 

 

د. مخروط های نوری نشان دهنده ی رفتار عجیب در افق رسم کر (t, r)این منحنی را میتوان در صفحه ی 

داد عبور میکند زمانی که از افق روی وبه افق رویداد نزدیک تر میشود باریک تر میشود رویداد است. هر چقدر 

 خود را عوض میکنند. نقش های  rو  tمیچرخد و به نظر میرسد که 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ز میشود تا در افق ت: شعاع نوری در هندسه ی شوارتزشیلد. مخروط نوری هرچقدر به سیاه چاله نزدیک تز میشویم نازک 2.2شکل 
 درجه میچرخد 90رویداد 



 فینکناشتاین -مختصات ادینگتون   2.4

 

,𝑡)در مختصات عادی  هندسه ی شوارتزشیلد 𝑥, 𝑦, 𝑧)  یک در تکینگی در افق رویداد𝑟 = 2𝑀  دارد و

حال میخواهیم مختصات را تغییر دهیم به گونه ای که فتار عجیبی رفتار این نقطه دارند. مخروط های نوری ر

 این تکینگی را از بین ببریم.

 که در آن: ρبرای این کار یک مختصه ی جدیدی را معرفی میکنیم به نام 

(2.20) 
ρ = ∫ (1 −

2𝑀

𝑟
)

−1

= 𝑟 + 2𝑀 ln(𝑟 − 2𝑀) 

 

 

 زمان ارائه میکنیم: و یک تعریف جدید برای مختصه ی

(2.21) 𝑑𝑡2 = 𝑑𝑣2 − 2𝑑𝑣 𝑑ρ − dρ2 
 

 

𝑑ρمیتوانیم ببینیم که  (2.160)با استفاده از معادله ی  = (1 −
2𝑀

𝑟
)

−1

𝑑𝑟 و ضرب هر دو  2.21. با استفاده از

1)−طرف معادله در  −
2𝑀

𝑟
 به دست می آوریم: (

(2.22) 
− (1 −

2𝑀

𝑟
)  𝑑𝑡2 =  − (1 −

2𝑀

𝑟
) 𝑑𝑣2 + 2 𝑑𝑟 𝑑𝑣 + (1 −

2𝑀

𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 

 

 

 دست می آوریم:به   2.14و  2.22 ازبا استفاده 

(2.23) 
𝑑𝑠2 =  − (1 −

2𝑀

𝑟
) 𝑑𝑣2 + 2 𝑑𝑟 𝑑𝑣 + 𝑟2𝑑𝛺2 

 

 

𝑟دیگر در  2.23 یکسانی دارند با این تفاوت که معادله یهندسه ی  2.14و  2.23 ی دو معادله = 2𝑀  تکینگی

 افق دیگر رفتار عجیبی نخواهد داشت. ندارد و مخروط نوری در نزدیکی 

 

 

 



 مخروط نوری مختصات ادینگتون فینکناشتاین   2.4.1

 

 تهی توسط رابطه ی زیر داده میشود: شعاعی در این مختصات ژئودیسک

(2.24) 
0 =  − (1 −

2𝑀

𝑟
) 𝑑𝑣2 + 2 𝑑𝑟 𝑑𝑣 

 

 

𝑑𝑣ثابت است حرکت میکنند ) 𝑣ی که در آن و شعاع های نوری در خطوط = 0) 

(2.25) 𝑑𝑟

𝑑𝑣
=

1

2
(1 −

2𝑀

𝑟
) 

 

 

 :با انتگرال گرفتن از آن میتوانیم به دست بیاوریم

(2.26) 𝑣 = 2𝑟 + 2𝑀 ln (
𝑟

2𝑀
− 1) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

 

 

 

𝑟که مخروط نوری را در نقاطی تعریف میکند که اشعه ی نور به سمت داخل   < 2𝑀  و اشعه ی نوری به

𝑟سمت خارج در  > 2𝑀 این ها را میتوان در یک نمودار رسم کرد اما این بار با .𝑦 = 𝑣 − 𝑟 

 

میتوان دید که  2.3ثابا دارند اشعه ها به سمت داخل را نمایش میدهند. طبق شکل  vژئودیسک هایی که 

𝑟مانی که ه اشعه های نوری داخلی را میتوان به دو شیوه تعریف کرد و زچگون < 2𝑀  در این صورت تنها اشعه

باز ی نور به سمن=ت داخل وجود دارد. این نشان میدهد که زمانی که هر چیزی از افق رویداد عبور کند دیگر 

 نخواهد گشت.



v-r 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نکهیا اشوند ت یمنحرف م جینور اکنون به تدر یمخروط ها .y=v-rیکناشتاین،ف-: اشعه های نوری در مختصات ادینگتون2.3شکا 
 چاله ها فرار کند. اهیتواند از جاذبه س ینم زینور ن یحت دادیپس از افق رو



 WKB  [2] تقریب .3 فصل

 

ای توضیح رفتار یک تابع موج در یک پتانسیلی است که به آرامی در حال تغییر یک روش مفید بر WKBتقریب 

این تقریب یک وسیله ی ریاضی به ما میدهد که به وسیله ی آن میتوان تونل زنی ذرات را در مناطقی که است. 

 از نظر فیزیک کلاسیک غیر مجاز هستند را توضیح داد.

 

 WKBمعادله ی شرودینگر و تقریب  3.1

 دله ی مستقل از زمان شرودینگر:معا

(3.1) 
−

ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
= (𝐸 − 𝑉(𝑥))ψ 

 

 

 را میتوان به صورت زیر نوشت:

(3.2) 𝑑2ψ

dx2
= −

𝑝2

ℏ2
ψ  ; 𝑝 = √2𝑚(𝐸 − 𝑉(𝑥)) 

 

 

𝐸تا اینجا فرض بر این است که  > 𝑉.  تابع موج متیواند توسط دامنه اش𝐴(𝑥)   و فازθ(𝑥)  به صورت زیر

 تعریف شود:

(3.3) ψ(𝑥) = A(x)𝑒𝑖θ(𝑥) 
 

 

 به دست می آوریم: 3.2در  با قرار دادن معادله ی موج

(3.4) d2A

dx2
+ 2i

dA

dx

dθ

dx
+ 𝑖𝐴

d2θ

dx2
− 𝐴 (

dθ

dx
)

2

= −
𝑝2

ℏ2
𝐴 

 

 

 دو طرف به دست می آوریم: موهومیحقیقی و  این به ما دو معادله میدهد. با برابر قرار دادن دو قسمت

(3.5) d2A

dx2
− 𝐴 (

dθ

dx
)

2

= −
𝑝2

ℏ2
𝐴 

 

 



 2
ⅆA

ⅆx

ⅆθ

ⅆx
+ 𝐴

ⅆ2θ

ⅆx2
=  به دست می آوریم: 3.6قسمت موهومی به راحتی حل میشود. از معادله ی 0

(3.7) 𝑑

𝑑𝑥
(𝐴2

dθ

dx
) = 0 

 

 

(3.8) → 𝐴 =
𝑐

√dθ
dx

 

 

 

نقش اصلی بازی میکند. فرضی که میگیریم این  WKBاصلی تقریب حل کردن قسمت حقیقی، فرض برای 

است که 
ⅆ2A

ⅆx2

𝐴
≪ (

ⅆθ

ⅆx
)

2
 یا 

ⅆ2A

ⅆx2
≪

𝑝2

ℏ2
 دست می آوریم: . با این فرض به 

(3.9) 
(

dθ

dx
)

2

=
𝑝2

ℏ2
 

 

 

 ه دست می آوریم:سپس به وسیله ی آن ب

(3.10) 
℘θ(𝑥) =  ±

1

ℏ
∫ 𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 

 

 

 که به شکل زیر است:میکنیم حلی که برای آن پیدا راه و 

(3.11) 
ψ(x) =

A

√p(x)
e

i
ℏ

∫ p(x) ⅆx +
𝐵

√p(x)
e−

i
ℏ

∫ p(x) ⅆx 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  تونل زنی  3.2

𝐸ه طور مشابه میتوان برای مواردی که تا اینجا فرض کرده ایم که انرژی بیشتر از پتانسیل است اما ب < 𝑉  هم

 پیدا کرد. تنها توان ما این است که توان اکسپوننشیال موهومی میشود و راه حل عمومی برابر است با:

(3.12) 
ψ(x) =

A

√p(x)
e

i
ℏ

 Im ∫ p(x) ⅆx +
𝐵

√p(x)
e−

i
ℏ

 Im ∫ p(x) ⅆx 

 

 

 

ابع موج در ناحیه ی ممنوعه )در مکانیک کلاسیک( میتواند قرار ان میدهد که چگونه یک تنش 3.12 معادله ی

𝑥را به دست بیاورید که بین دو نقطه ی  𝑉(𝑥)داشته باشد.یک پتانسیل مستطیلی  = 𝑎  و𝑥 = 𝑏  قرار دارد

x( حال سه ناحیه وجود دارد که میتوانیم تعریف کنیم: ناحیه ای که موج به آن میرسد 3.1)شکل  < a ناحیه ،

aکلاسیکی ی غیر  < x < 𝑏  و ناحیه ای که پشت پتانسیل قرار دارد𝑥 > 𝑏.  

 

 

 د.به ترتیب موح ورودی، بازنابی و عبوری هستن Cو  A ،B: از یک پتانسیل مربعی پراکنده می شموند. و 3.1شکل 

 تابع موج در ناحیه ی اول برابر تابع موج ذره ای آزاد است:

(3.13) 
ψ(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝜂𝑥 + 𝑅𝑒−𝑖𝜂𝑥   ;      𝜂 =

1

ℏ
√2𝑚𝐸 

 

 



 در ناحیه ی سوم هم تابع موج برابر یک ذره ی آزاد است:

(3.14) ψ(𝑥) = 𝑇𝑒𝑖𝜂𝑥 
 

 

 داریم: 3.12و در ناحیه ی وسط، با استفاده از معادله ی 

(3.15) 
ψ(x) =

A

√p(x)
e

i
ℏ

 Im ∫ p(x) ⅆx
𝑏

𝑎 +
𝐵

√p(x)
e−

i
ℏ

 Im ∫ p(x) ⅆx
𝑏

𝑎  

 

 

= 𝐵 دیبا نتیجه ی فیزیکی کیبدست آوردن  یبرا نیکاهش دامنه خواهد بود، بنابرا لیاثر پتانس  0 . 

در نزدیکی و اطراف یک پتانسیل عمل میکند. احتمال  این سه معادله نشان میدهد که چگونه جبهه ی موج

 ، است و برابر است با:Tبوری، ، و موج عA، ورودینشان میدهیم که تابعی از دامنه ی موجی  Γعبور را با 

(3.16) 
Γ ≡

|𝑇|2

|𝐴|2
 

 

 

𝐴اگر هیچ مانعی قرار نداشت،  = 𝑇  و𝑅 = 𝐴و اگر مانع بی نهایت بلند یا پهن باشد  0 = 𝑅 .احتمال  است

، توسط رفتار Tو  Aعبور تنها توسط خصوصیات پتانسیل مشخص میشود. این به آن معنی است که دامنه ی 

 در ناحیه ی غیر کلاسیک تعریف میشود. جبهه ی موح

(3.17) 
Γ ∝ e−

2
ℏ

 Im ∫ p(x) ⅆx
𝑏

𝑎  
 

 

تابع اکسپوننشیال در اصل همان کنش ذره ای است که در راستای یک جهان خط حرکت میکند. به خاطر 

 همین میتوان آن را به صورت زیر نوشت:

(3.18) 
Γ ∝ e−

2
ℏ

 Im 𝑆 
 

 

 در آن کنش ذره است: Sکه 

(3.19) 
𝑆 = ∫ p(x) dx

𝑏

𝑎

 

 

 

 



 [4] و  [3]  همانند تونل زنی کوانتومیتابش هاوکینگ . 4فصل 

 

 یشعاع یته کیژئودز یبراو معادله ای را بررسی کردیم  اهچالهیخارج از سزمان -هندسه ی فضا 2در فصل 

 حیتوض یمورد بحث قرار گرفت، برا 3 ، همانطور که در فصلWKB بیتقر یها کیتکن نجای. در اپیدا کردیم

 ذرات نیخواهد شد. ا دهاستفا دادیافق رو قیاز طر رونیذرات به ب یتونل زن ند پدیده یهمان نگیتابش هاوک

 اهچالهیآمده از س رونیرا به عنوان تشعشع ب نیناظر ا کیکه  ییکنند، جا یحرکت م تینها یسپس به سمت ب

 .ندیب یم

 

 

 تولید جفت 4.1

ذرات معمولاً  نیشوند. ا جادینوسانات در خلاء اجفت ذره از  کیامکان وجود دارد که  نیا یکوانتوم کیدر مکان

 اهچالهیس دادیافق رو یکیجفت در نزد نیحال، اگر ا نیروند. با ا یم نیرسند و از ب یدوباره به سرعت به هم م

 دادیدر داخل افق رو قاًیکه دق دیرینظر بگ رجفت ذره را د کی. فتدیب یشود، ممکن است اتفاق جالب لیتشک

 اهچالهیهر دو ذره در س کیاست. به طور کلاس یمنف یانرژ یگریمثبت و د یه حامل انرژشود ک یم جادیا

از  و تونل بزند خارج مثبت بتواند به سمت یانرژ با مجاز است که ذره یکوانتوم کیکنند. اما در مکان یسقوط م

تابش  ن به عنوانآن را میتواحرکت کند و  رونیتواند به سمت ب یذره اکنون م نیفرار کند. ا اهچالهیس

افتد و جرم  یم اهچالهیس ینگیماند و در تک یم یدر داخل باق یمنف یانرژ با . ذرهدر نظر گرفت اهچالهیس

امر منجر  نی، ابا هم دارند میقمست رابطه ی اهچالهیکه جرم و شعاع س ییدهد. از آنجا یرا کاهش م اهچالهیس

 شود.  یم اهچالهیبه کاهش اندازه س

تواند به داخل  یم یمنف یانرژبا ذره در آن که  ،می افتد دادیجفت در خارج از افق روتولید  یراباتفاق  نیهم

به عنوان ذرات  صرفاً یمنف یماند. با در نظر گرفتن ذرات انرژ یم یمثبت در خارج باق یو ذره انرژ بزندتونل 

 یرا م ندید. در هر دو مورد، فرآهستن کسانیدر واقع  ندیزمان، مشخص است که هر دو فرآ یتحت وارونگ یعاد

 که از میان افق رویداد به بیرون تونل میزند. کرد فیمثبت توص ذره با انرژی کیتوان به عنوان 

 

 



 [3] مانع کجاست؟ 4.2

عبور موانع  یکاز  دیذره با ،یکوانتوم یتونل زن یوجود دارد. برامسئله  نیمشکل بزرگ در ا کیحال،  نیبا ا

زمان وجود ندارد که به -در فضا یریسم چیه وجود ندارد، دادیدر افق رو یمانع چیرسد ه یکند. اما به نظر م

 کرد. حسابوضوح بتوان آن را به عنوان منطقه ممنوعه 

در  اش یکند، انرژ یتابش م اهچالهینهفته است. همانطور که س یانرژ بقایوجود دارد و در  نیا یبرا یحیتوض

= r دادیرو شود. افق یکوچک م اهچالهیاست که س یمعن نیدهد که به ا یجرم از دست م فرم  2M  اکنون

′𝑟 ابدی یکاهش م یدیبه شعاع جد = 2(𝑀 − 𝐸) نجایکه کوچکتر از قبل است. در ا E ای است   ذره یانرژ

در اصل میتوان گفن که این دارد.  یبه خود ذره بستگ ابدی یکاهش م دادیکه افق رو یو مقدارمیزند تونل  که

 دهد. یم لیکه سد را تشک استخود ذره 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 [4] تونل زنی 4.3

خوش که در افق  میداشته باش یمختصات ستمیس کی دیکند، با یعبور م دادیکه از افق رو یدادیرو فیتوص یبرا

 ریکند. محاسبات ز یرا برآورده م ازین نیافینکلشتاین -ادینگتوندر مختصات  لدی. هندسه شوارتزشرفتار است

 افتندیدر لچکی. کراوس و ورا بیان میکند یلتونیهم را در گرانش E یبا انرژرن( متقا ی)کرو یگرانش یهاپوسته

𝑀با  𝑀 ینیگزیبا جا یاضیکار به صورت ر نیکه ا − 𝐸 لمان خطی برابر است شود. اکنون  یدر معادله انجام م

 با:

(4.1) 
𝑑𝑠2 = − (1 −

2(𝑀 − 𝐸)

𝑟
) 𝑑𝑣2 + 2𝑑𝑟𝑑𝑣 + 𝑟2𝑑𝛺2 

 

 

 کیاست؟ تابش  درستکار  نیانجام ا ایقرار است استفاده شود، اما آ WKB بیحاصل از تقر جیتان نجایا در

فرض با  نیتوان استدلال کرد که ا یم نیاست. بنابرا اهچالهیس کیبه اندازه  یطول موج یمعمولاً دارا اهچالهیس

 اهچالهیدور از س یناظر محل کی که توسط یمطابقت ندارد. اما هنگام ونل زنیدر نرخ ت های در نظر گرفته شده

کند، به  یم رییانتقال به سرخ به شدت تغ لیشده به سمت افق به دل یابیشود، طول موج رد یریاندازه گ

 .استفاده کنیم WKB، در این صورت میتوانیم از تقریب دیمراجعه کن B وستیپ

 حال کنش را دوباره بررسی میکنیم:

(4.2) 
𝑆 = ∫ 𝑝𝑟

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

𝑑𝑟 = ∫ ∫ 𝑑𝑝′𝑟

𝑝𝑟

0

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

𝑑𝑟 

 

 

با استفاده از معادله ی هامیلتون 
𝑑𝐻

𝑑𝑝𝑟
′ = 𝑟̇  :و این را میتوان به صورت زیر نوشت 

(4.3) 
𝑆 = ∫ 𝑝𝑟

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

𝑑𝑟 = ∫ ∫
𝑑𝐻

𝑟̇

𝑀−𝐸

𝑀

𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

𝑑𝑟 

 

 

𝑟̇که در آن  =
𝑑𝑟

𝑑𝑣
𝑟𝑖𝑛و   = 2𝑀  و𝑟𝑜𝑢𝑡 = 2(𝑀 − 𝐸)  .ناحیه هست که تونل زنی در آن رخ میدهد

𝐻برای پوسته ی گرانشی برابر است با هامیلتونی  = 𝑀 − 𝐸  با استفاده از عبارت جدید  2.25و با استفاده از

 باری جرم به دست می آوریم:

(4.4) 
𝑆 = −2 ∫ ∫

𝑑𝑟

1 −
2(𝑀 − 𝐸′)

𝑟′

𝑑𝐸′
𝑟𝑜𝑢𝑡

𝑟𝑖𝑛

𝐸

0

 
 



𝑑𝐻هامیلتونی است علت به وجود آمدن علامت منفی  = −𝑑𝐸 یک پُل در . برای به دست آوردن این انتگرال

𝑟 = 2(𝑀 − 𝐸).  

(4.5) 

𝑅𝑒𝑠 (
1

1 −
2(𝑀 − 𝐸′)

𝑟′

)

𝑟=2(𝑀−𝐸′)

= (
2(𝑀 − 𝐸′)

𝑟2
)

𝑟=2(𝑀−𝐸′)

= 2(𝑀 − 𝐸′) 

 

 

ن مسیر یک نیم دایره ی باز است. با استفاده به دست می آوریم چو 2𝜋𝑖 𝑅𝑒𝑠|𝑓(𝑥)حال جواب انتگرال را با 

 از تئوری کوشی به دست می آوریم:

(4.6) 
𝑆 = 2𝜋𝑖 ∫ 2(𝑀 − 𝐸′) 𝑑𝐸′

𝐸

0

= 4𝜋𝑖𝐸𝑀 (1 −
𝐸

2𝑀
) 

 

 

 

، نرخ تونل زنی برای 3.18می است. با استفاده از معادله ی یک عدد موهوکه همانگونه که انتطار داشتیم 

 دیکی کردن در این ناحیه:همچین پروسه ای متناسب است با اکسپوننشیال 

(4.7) 
Γ ∝ 𝑒−

2
ℏ

 𝐼𝑚𝑆 = 𝑒
−

8𝜋𝐸𝑀
ℏ

 (1−
𝐸

2𝑀
)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 دمای سیاه چاله   4.3.1

همان چیزی است که پلانک پیش بینی میکرد. اما  پیدا کردیمنتیجه ای که برای نرخ تونل زنی پیدا کردیم، 

که در آن   𝑒−𝛽𝐸برای انرژی های کوچک، از جمله ی اصلاحی میتوان صرف نظر کرد و ما خواهیم داشت 

𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
 است. با فرض اینکه سیاه چاله همانند یک جسم سیاه تابش میکند، به دست می آوریم: 

(4.8) 
𝑇 =

ℏ

8𝜋𝑘𝐵𝑀
 

 

 

 برابر یک نباشند خواهیم داشت: Gو  cاگر 

(4.9) 
𝑇 =

ℏ𝑐3

8𝜋𝑘𝐵𝐺𝑀
 

 

 

 که دقیقا برابر همان دمایی است که هاوکینگ برای سیاه چاله پیش بینی کرد. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 نتیجه گیری: .5فصل 

مورد  روژهپ نیدر ا اهچالهیس یکیرفتار نور در نزد ن،یشتیان دانیمعادله م لدیبا شروع با حل شوارش

مختصات  یمنجر به معرف دادیافق رو یکیمختصات با رفتار خوب در نزد ستمیس کی با فرضمطالعه قرار گرفت. 

 را فراهم کردند.  دادیافق رو قیو از طر کینزد یندهایاز فرآ یدرک بهتر نهایشد و ا فینکلشتاین-ادینگتون

 بیتقر نیشود و در ا استفاده دیبا WKB بیتقر داد،یافق رو قیذرات از طر یتونل زن فیتوص یبرا

به  یاحتمال تونل زن ،یبدون جرم و گرانش یدر پوسته ها استفاده از اینبه دست آمد. با  یاحتمال تونل زن کی

 :دست آمد

(5.1) 
Γ ∝ 𝑒

−
8𝜋𝐸𝑀

ℏ
 (1−

𝐸
2𝑀

)
 

 

 

 دمای سیاه چاله برابر میشود با: Eبرای مقادیر کوچک 

(5.2) 
𝑇 =

ℏ𝑐3

8𝜋𝑘𝐵𝐺𝑀
 

 

 

 نیرسد که ا یپس از او مطابقت دارد. به نظر م گرید یاریو بس نگیهاوک ونیاست یهاینیبشیکاملاً با پ نیو ا

 باشد. ندیفرآ نیا یبرا یقابل قبول حیاز ذرات در حال تونل زدن در افق، توض ر،یتصو

که همه  ییاست. از آنجا ندیفرآ نیاز دست رفتن اطلاعات در ا یمکرد بحث هایی که درباره ی آن موضوعیکی از 

تابش  اهچالهیشود. اما اگر س یم ستمیوارد س یاز انرژ ینیشوند، مقدار مع اهچالهیتوانند وارد س یانواع ذرات م

از  ساطع شده ابش. به عنوان مثال، تنها بر اساس ترود یم نیاز اطلاعات از ب یساطع کند، بخش بزرگ ییگرما

 سقوط کرده است. اهچالهیبه س یتوان گفت که در ابتدا چه ذره ا ینم اهچاله،یس

 𝑒−𝛽𝐸 بولتزمن به شکل بیساطع کند، با ضر ییتابش گرما اهچالهیدرست است که س یتنها در صورت نیاما ا

 − 1وجود دارد:  یعبارت اضاف کینه.  قاًیرا نشان داد، اما دق ترعبا نیمحاسبات ما ا
𝐸

2𝑀
بدان معناست  نیا.  .

 ینشان م نیاست. ا یدر مورد ذره اصل یعاتاطلا یو همچنان حاو ستین یحرارت قاً یدق اهچالهیس کیکه تابش 

 از دست نخواهد رفت. یاطلاعات چیتواند تابش کند اما ه یم اهچالهیس ،شرو نیدهد که از ا

 

 



 

 واحد های هندسی شده:: Aپیوست 

دارند در همه جا  لیتما یخاص یکیزیف یهاثابت شوند،یزمان نوشته م-جرم-طول یاحدهامعمولاً معادلات در و

 یم یاضاف ینمادها نیهستند. همه ا cو سرعت نور  G وتنین یثابت گرانش نهایعام ا تیظاهر شوند. در نسب

= 𝐺که در آنها  یسهند یواحدها یمعرف خواندن کنند. معمولاً یو نامرتب برا یتوانند معادلات را نسبتا طولان

 𝑐 =  است. دیمف اریزمان بس-واحد طول جرم یمعمول ستمیبه س یینها جهینت لیاست و سپس تبد 1 

 دیاستاندارد با یواحدها به واحدها لیتبد یبعد طول هستند و برا یها دارا تیهمه کم یهندس یدر واحدها

 انجام شود: ریز یها لیتبد

(A.1) 
𝑀 →

𝐺𝑀

𝑐2
 

 

(A.2) 𝑡 → 𝑐𝑡  
(A.3) 𝐿 → 𝐿 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 انتقال سرخ گرانشی: Bپیوست 

 یلینگک بردار درونی حاصلضرب که دریافت توان می شوارتزشیلد هندسه در زمانی های جابجایی در ناوردایی از

ζ⃗  = . دکنمی گیریاندازه را فوتونیانرژی  R مختصات در ناظری. استپایسته  ذرات 𝑝 تکانه و (0 ،0 ،0 ،1) 

= E را فوتون انرژی او −𝑝. 𝑢⃗⃗𝑜𝑏𝑠 از آنجایی که انرژی آن به فرکانس آن بسنگی دارد .یابدمی E = ℏω ،

 ناظر فرکانس زیر را اندازه گیری میکند:

(B.1) −𝑝. 𝑢⃗⃗𝑜𝑏𝑠 = ℏω 
 

 

.𝑢⃗⃗𝑜𝑏𝑠سرعت یک ناظر باید شرایط نرمالیزسیون را رعایت کند. -چهار 𝑢⃗⃗𝑜𝑏𝑠 = و سپس برای یک ناظر  1−

 ساکن بردار چهار سرعت برابر است با:

(B.2) 
𝑢⃗⃗ = (1 −

2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)

−1/2

ζ⃗ 

 

 

 برابر است با: Rکه توسط یک ناظر ساکن در  انرژی یک فوتون

(B.3) 

ℏωR = (1 −
2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)

−
1
2

(−ζ⃗. p⃗⃗)
𝑟=𝑅

 

 

 

 :خواهیم داشت تدر بی نهای برای یک ناظر ساکن

(B.4) ℏω∞ = (−ζ⃗. p⃗⃗)
𝑟=∞

 
 

 

.ζ⃗−اما عبارت  p⃗⃗  یک کمیت ناورداست. با استفاده ازB.3  وB.4  رابطه ی بین دو فرکانس را به دست می

 آوریم:

(B.5) 

ω∞ = ωR (1 −
2𝐺𝑀

𝑐2𝑟
)

1
2
 

 

 

میکند انرژی اش را از دست میدهد و تحت یک  بیان میکند که فوتونی که از منبع گرانش قرار 3.5معادله ی 

 های بزرگتر، فرکانس کوچک تر میشود. rانتقال سرخ قرار میگیرد. برای 
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